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 4+  3 רגולת

 הגדרת גבול של סדרה

תהי  
1n n

a



הסדרה  גבולהוא  Lסדרה. נאמר שהמספר   

1n n
a




0אם לכל ,    קיים מספרN  כך שלכל מספר

nטבעי  N  מתקיים כיna L  . נקראת סדרה מתכנסת. סופי סדרה שיש לה גבול 

 :נשתמש באחד מהסימונים הבאיםאת קיום הגבול,  אכדי לבט

• lim n
n

a L


  

• n n
a L


  

 :לגבי הגדרת הגבול הערות

( של איברי הסדרה. כלומר הוא משמש כדי indexמשמש כסמן ) nיש לשים לב כי בהגדרת הגבול, המספר  •
 -. הרי אין משמעות לאיבר הטבעייהיה מספר  nכי  דורשים בסדרה. לכן, אנו n -לסמן את האיבר במקום ה

(. אם כן, משמעות discreteבסדרה. סימון איברי הסדרה הוא תהליך בדיד ) 6.32 -בסדרה, או לאיבר ה 5.5

nהדרישה N  היא כיn הינו כל מספר טבעי אשר גדול מ-N 5.5. למשל, אםN  אז המספר הטבעי ,

nהראשון המקיים  N  6הינוn . 

הגדרת הגבול תקפה לכל איבר  (, כלומרthresholdמשמש כסף ) Nיש לשים לב כי בהגדרת הגבול, המספר  •

na  בסדרה, אשר הסמן שלו מקייםn N ,כלומר .N מ דורשיםבהכרח לא אנו  סמן בסדרה. לכן, איננו-

N  להיות מספר טבעי. המספרN רציונלי.-יכול להיות כל מספר אפשרי, אפילו שבר או מספר אי 

  

 הערה לגבי האיור:
אמנם באיור הומחש כי כל איברי הסדרה אשר האינדקס 

, אך Lסביבה של --נמצאים מחוץ ל N -שלהם קטן מ

 יהיהבפועל אין זה מחייב. ייתכן למשל, כי האיבר הראשון 
 החל, אבל לא, האיבר השלישי לאבסביבה, האיבר השני 

סביבה של --איברי הסדרה נמצאים ב כלמהאיבר הרביעי, 

L. 

) ( 
L 

    

 לכל 
 

כלומר, לכל - סביבה 

 של  

            

קיים מספר  כך שלכל מספר טבעי 

  מתקיים כי 

כלומר, כל מספר בסדרה, אשר האינדקס 

, נמצא בתוך ה  שלו גדול מ 
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 1תרגיל 

הוכח לפי הגדרה כי 
2 1

lim
2 1 2n

n

n

 
 

 
. 

 פתרון

0יהי  . 

nכך שלכל  Nעלינו להראות כי קיים מספר  N  מתקיים
2 1

2 1 2

n

n



 


. 

 השיוויון:-אם כן, נפתח תחילה את הצד השמאלי של אי

   

 
always positive
because n 1

2 2 2 12 1 2 4 2 1 5 5

2 1 2 2 2 1 4 2 4 2 4 2

n nn n n

n n n n n



     
    

    
 

מתקיים כי  nכעת, אנו רוצים לדעת עבור אילו ערכי 
2 1 5

2 1 2 4 2

n

n n



  

 
 . אם כן:)עבור אפסילון כלשהו( 

 
5 5 2

5 4 2 4 2 5 2 4
4 2 4

n n n n
n


     




          


. 

אם כן, מצאנו 
5 2

4
N






  כך שלכל מספר טבעיn  המקייםn N מתקיים כי ,

2 1

2 1 2

n

n



 


, ולכן לפי הגדרת 

הגבול נוכל לכתוב 
2 1

lim
2 1 2n

n

n

 
 

 
. 
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 2תרגיל 

הוכח לפי הגדרה כי 
2

2

3 2 1
lim 3

1n

n n

n n

  
 

  
 . 

 פתרון

0יהי  . 

nכך שלכל  Nעלינו להראות כי קיים מספר  N  מתקיים
2

2

3 2 1
3

1

n n

n n


 
 

 
. 

 השיוויון:-אם כן, נפתח את הביטוי השמאלי באי

 

 

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2*

3 2 1 3 13 2 1 3 2 1 3 2 1 3 3 3 2
3 3

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 3 3

1 1 1 1

x x

n n n nn n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

 

              
      

         

     
        

       

 

כעת אנו נדרוש כי 
3

n
כי , ונמצא עבור אילו ערn :זה מתקיים 

3 3
n

n



   

מכאן כי אם נסמן 
3

N


 אז נקבל כי לכל ,N n  מתקיים כי
2

2

3 2 1
3

1

n n

n n


 
 

 
ולכן לפי הגדרה נובע כי  

2

2

3 2 1
lim 3

1n

n n

n n

  
 

  
. 

 :הערה

 )*( היינו יכולים לבצע מעברים אחרים, פחות הדוקים. למשל: -כי במקום המעבר בנשים לב 

2

2 2

1 1

n n

n n n

 


  
 אףאו ) 

2

2
2

1

n
n

n n


 

 
.) 

במקרה זה, אם היינו דורשים 
2

1

n

n






 , היינו מקבלים:nומנסים לבודד את  

   

 when <1, so 1 0

2 2
2 1 2 2 1 2

1 1

n
n n n n n n n n

n
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1עבור כל  כלומר, קיבלנו    כי
2

1
n









, ולא חסם תחתון.  -כתלות ב n, מצאנו חסם עליון על . במילים אחרות

כלומר מצאנו כי 
2

2

3 2 1
3

1

n n

n n


 
 

 
 -ל עד nלכל  

2

1








 -מ החל n, ולא לכל 

2

1








 להראות לא הצלחנו, . כלומר

0לכל    איברי הסדרה נמצאים בסביבת כלממקום מסויים בסדרה,  החלכי-  3של. 
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 3תרגיל 

הוכח כי  2 2lim 2001 1 0
n

n n


    . 

 פתרון

0יהי  . 

nכך שלכל  Nעלינו להראות כי קיים  N  מתקיים כי
2 22001 1 0n n     . 

נשתמש בהכפלה בצמוד:  הערה:  A B A B A B   . 

 השיוויון ונקבל:-אם כן, נפתח את צד שמאל של אי

 

 

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2square-root is an n 1
increasing monotonic
function

2001 1
2001 1 0 2001 1 2001 1

2001 1

2001 1 2000 2000 2000 2000 2000

2001 1 2001 1 1

n n
n n n n n n

n n

n n

n nn n n n n n 

  
             

  

  
     

      

 

כעת נדרוש כי 
2000

n
 ונקבל כי ,

2000
n


. 

לומר, עבור כ
2000

N


  נקבל כי לכלn N  מתקיים כי
2 22001 1 0n n      ולכן ,

 2 2lim 2001 1 0
n

n n


   . 
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 שלילת קיום גבול - 4תרגיל 

 מתכנסת(, עלינו להראות כי: )כלומר להוכיח כי הסדרה naעבור סדרה  Lכאשר אנו רוצים להוכיח קיום גבול 

0 לכל  מספר  קייםN  מספר טבעי  שלכלכךn N  מתקיים כיna L  . 

0למצוא  להראות כי הגדרת הגבול אינה מתקיימת. כלומר, עלינו כאשר אנו רוצים להראות אי קיום גבול, עלינו  
 כלשהו עבורו תנאי ההגדרה אינם מתקיימים:

0 קיים   מספר  שלכלכךN קיים n N כך שמתקיים na L  . 

 דוגמה

2סדרה הנוכיח כי  1na n  .)אינה מתכנסת )כלומר לא קיים לה גבול סופי 

 פתרון

2כי הסדרה  בשלילהנניח  1na n   מתכנסת, כלומר קיים מספרL כך ש-  lim 2 1
n

n L


 .  קייםנראה כי קיים 

0   מספר  שלכלכךN קיים n N 2 כך שמתקיים 1n L   . 

לכל תחילה נבחין כי אם כן, 
2

L
n  :מתקיים 

for 
2

2 1 2 1 1 1 1
2

L
n

L
n L L L L



           

2כלומר  1 1n L   לכל
2

L
n . 

1 נבחר  לכלמתקיימת  אינה. עבור בחירה זו, עלינו להראות כי הגדרת הגבול N לכל. אם כן, נראה כי אכן N 

n קיים N 2 -כך ש 1 1n L  :נפריד לשני מקרים משלימים . 

 עבור •
2

L
N : 

כאן אנו מתייחסים למקרים בהם 
2

L
N  במקרים אלו נוכל לבחור כל .n  המקייםn N משום שאז הוא

 יקייםגם 
2

L
n N  2, ולכן נקבל כי 1 1n L   .)לפי ההבחנה לעיל( 
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 עבור •
2

L
N  : 

כאן אנו מתייחסים למקרים בהם 
2

L
N  במקרים אלו נוכל לבחור כל .n  המקיים

2

L
n  משום שאז הוא ,

 גם יקיים כי
2

L
n N  2 ולכן נקבל כי 1 1n L   (שוב, לפי ההבחנה לעיל.) 

1 עבורמכאן כי   מספר  לכל מצאנו כיN קיים n N כך שמתקיים na L  .  2לכן, הסדרה 1na n  

 תכנסת, כלומר לא קיים לה גבול סופי.מאינה 
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 סדרה מתכנסת היא סדרה חסומה – 1 משפט
 כל סדרה מתכנסת היא חסומה.

 הוכחה
 רת:וכתז

סדרה  
1n n

a



0Mחסומה אם קיים     כך שלכלn  מתקיים כיna M כלומר .nM a M  . 

 רת:וכתז

 קבוצה/סדרה סופית של מספרים היא חסומה.

 הוכחה:תחילת 

אם כן, תהי  
1n n

a



limסדרה מתכנסת, כלומר   n

n
a L


 0. לכן, עבור   קייםN  כך שלכלn N  מתקיים

na L   כלומר ,n na L L a L            . 

nכעת, נבחן את קבוצת האיברים בעלי אינדקס  N של איברים, ולכן סדרה זו חסומה. כלומר,  סופית. זוהי סדרה

0Mקיים    כך שלכלn N  מתקיים כיn na M M a M   . 

כעת, נסמן  min min ,M L M    ו-  max max ,M L M  ,:ונקבל כי 

• min maxnM L a L M        לכלn N. 

• min maxnM M a M M     לכלn N. 

minמתקיים  nאם כן, קיבלנו כי לכל  maxnM a M   ולכן הסדרה 
1n n

a



 חסומה. 
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 לאפס שואפתגבול מכפלת סדרה חסומה וסדרה  – 2 משפט

תהי  
1n n

b



סדרה חסומה, ותהי   

1n n
a




limסדרה מתכנסת שואפת לאפס, כלומר  0n

n
a


 אז מתקיים כי .

lim 0n n
n

a b


. 

 הוכחה

0יהי  . 

nכך שלכל  Nעלינו להוכיח כי קיים  N  מתקיים כי
 1

0n na b  . 

נתון כי  
1n n

b



0Mחסומה, ולכן קיים    כך ש- 

 2

nb M כמו כן, נתון כי .lim 0n
n

a


  לכן לכל̂  קייםN̂  כך

nˆשלכל  N  מתקיים כי
 3

ˆ0na   אם כן, נפתח מעט את ביטוי . 1 כדי לקבל כי לכל ,ˆn N N  :מתקיים 

 4

ˆ0n n n n n na b a b a b M    

ˆכעת, נבחר 
M


 ונציב חזרה ב ,-  4  כי לכל כדי לקבלˆn N N  :מתקיים 

ˆ0n na b M M
M


     0, כלומרn na b  . 

 דוגמה

חשב את 
2

7
lim
n n

 
 
 

. 

 פתרון

נשים לב כי הביטוי 
2

7

n
7naמורכב ממכפלה של שתי סדרות    ו- 

2

1
nb

n
 7. הסדרהna   היא סדרה קבועה )כל

( ולכן חסומה, והסדרה 7איבריה הם 
2

1
nb

n
  ,היא סדרה שואפת לאפס. לכן

 2 2

7 1
lim lim 7 lim 0n n
n n n

a b
n n  

   
       

   
. 

 

 

  



4+  3תרגול  – 1חדו"א  –אוניברסיטת חיפה   
 

10 
 

 מטיקה של גבולותיתאר – 3 משפט

יהיו  
1n n

a



 -ו  

1n n
b




limסדרות מתכנסות, כלומר   n

n
a A


 ו- lim n

n
b B


 .:אזי 

מתקיים כי  cלכל קבוע  .א lim limn n
n n

ca c a cA
 

  . 

 .ב lim lim limn n n n
n n n

a b a b A B
  

    . 

 .ג lim lim limn n n n
n n n

a b a b A B
  

    . 

0Bאם בנוסף מתקיים כי  .ד   וכן כי לכלn 0מתקיים כיnb  ,:אזי 

lim
lim

lim

n
n n

n
n n

n

aa A

b b B







 
  

 
 

 הוכחה

 סעיף א

0יהי  . 

nכך שלכל  Nאנו רוצים להוכיח כי קיים  N  מתקיים כי
 1

nca cA  . 

limתחילה, מכך שנתון כי  n
n

a A


  נובע כי עבור , אז לפי הגדרת הגבול̂ אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך  מסויים(

nˆכך שלכל  N̂קיים  (לצרכינובאופן ספציפי  N  מתקיים כי
 2

ˆ
na A  עת נחזור לביטוי . כ 1 ב ונעשה שימוש- 

 2: 

 
 ˆfor any , according to 2

we are free

ˆto set 

ˆ
n n n

n N

c

ca cA c a A c a A c c
c





 





          . 

 יו נראה שסיימנו.על פנ

0הנחנו כי נתון    כלשהו, והראינו כי קייםˆN N  כך שלכלn N מתקיים כיnca cA  .  עם זאת, נותר

0cמקרה קצה שלא טיפלנו בו, מה אם  ? 

0cעל כן, נבצע הפרדה לשני מקרים. ההוכחה לעיל נכונה עבור המקרה בו  .  0ההוכחה עבור המקרה בוc   הינה
 פשוטה:

   lim 0 lim 0 0 0n
n n

a A
 

    . 

 סעיף ב

0יהי  . 
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nכך שלכל  Nאנו רוצים להוכיח כי קיים  N  מתקיים כי   
 1

n na b A B    . 

 תחילה,

limמכך שנתון כי  n
n

a A


  אז לפי הגדרת הגבול נובע כי עבור ,ˆ
A  מסויים )אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך באופן

ˆ( קיים לצרכינוספציפי 
AN  כך שלכלˆ

An N  מתקיים כי
 2

ˆ
n Aa A   . 

limכמו כן, מכך שנתון כי  n
n

b B


  אז לפי הגדרת הגבול נובע כי עבור ,ˆ
B  מסויים )אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך

ˆ( קיים לצרכינובאופן ספציפי 
BN  כך שלכלˆ

Bn N  מתקיים כי
 3

ˆ
n Bb B  . 

 יטוינחזור לבכעת  1  ונעשה שימוש ב-  2 ו-  3 תחת הנחה כי  max ,A Bn N N: 

       

 

Triangle inequality
we are free to

ˆ ˆset  and 
2 2

4

ˆ ˆ
2 2

A B

n n n n n n A Ba b A B a A b B a A b B

 
 

 
  

 

                

שיוויון -יש לשים לב כי האי 4  לעיל נכון רק עבור max ,A Bn N N N  אך זה בדיוק מה שאנו מחפשים כדי ,

0כלומר, מצאנו כי עבור  –להשלים את ההוכחה   קיים , max ,A BN N N כך שלכל ,n N  מתקיים

   n na b A B    יים כי . מכאן כי לפי הגדרת הגבול מתק lim n n
n

a b A B


  . 

 סעיף ג

0יהי  . 

nכך שלכל  Nאנו רוצים להוכיח כי קיים  N  מתקיים כי
 1

n na b A B    . 

 תחילה,

limמכך שנתון כי  n
n

a A


  אז לפי הגדרת הגבול נובע כי עבור ,ˆ
A  מסויים )אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך באופן

ˆ( קיים לצרכינוספציפי 
AN  כך שלכלˆ

An N  מתקיים כי
 2

ˆ
n Aa A   . 

limכמו כן, מכך שנתון כי  n
n

b B


  אז לפי הגדרת הגבול נובע כי עבור ,ˆ
B  מסויים )אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך

ˆ( קיים לצרכינובאופן ספציפי 
BN  כך שלכלˆ

Bn N  מתקיים כי
 3

ˆ
n Bb B  . 

יטוי נחזור לבכעת  1 ונעשה שימוש ב-  2 ו-  3  תחת הנחה כי max ,A Bn N N: 
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add and subtract triangle inequality

using 2  and 3

4

ˆ ˆ

n

n n n n n n n n n n n n

a B

n n n n B A

a b A B a b a B a B AB a b B a A B a b B a A B

a b B a A B a B 

               

         
 

ˆכעת נשאלת השאלה כיצד לבחור את 
A ו- ˆ

B שיוויון קטן ממש מ-כדי שנוכל לקבל אי-  יש לשים לב כי .na  אינו

סדרה מתכנסת )כלומר, סדרה שיש לה גבול סופי(  –קבוע, הוא תלוי בערכו של איבר בסדרה. כאן יש לזכור משפט חשוב 

0Mכלומר קיים  היא סדרה חסומה.   כך שמתקיים כיna M כעת, נוכל לבחור .ˆ
2

B
M


  ,משום . כמו כן

ˆניתן לבחור על פניו נראה כי הינו קבוע,  B -ש
2

A
B


  .0אך ייתכן כי  בדומה לסעיפים הקודמיםB  על כן, אם .

Mכך שיתקיים כי  Mנבחר את  Bתמיד ניתן לעשות זאת,כלומר, משום ש(-  na  חסומה, תמיד נוכל לבחור

0M  כךשגם יהווה חסם ל- na וגם יקייםM B) ,נוכל לבחור  . כעתˆ ˆ
2

B A
M


   . נותר להציב חזרה

שיוויון -באי 4 :לעיל, ולקבל 

ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2 2 2

n n n B A B Aa b A B a B M M M M
M M

   
                     . 

0לסיכום, מצאנו כי לכל    קיים max ,A BN N N כך שלכלn N  מתקיים כיn na b A B      ומכאן

כי  lim n n
n

a b A B


  . 

 סעיף ד

בסעיף זה נתון כי  
1n n

a



 -ו  

1n n
b




limסדרות מתכנסות, כלומר   n

n
a A


 ו- lim n

n
b B


 0, וכן כיB   וגם כי

0nbמתקיים  nלכל  . 

עלינו להוכיח כי 
lim

lim
lim

n
n n

n
n n

n

aa A

b b B







 
  

 
. 

 תחילת ההוכחה:

0יהי  . 

nכך שלכל  Nעלינו להוכיח כי קיים  N  מתקיים

 1

n

n

a A

b B
 שיוויון -. נפתח את אי 1:ונקבל , 
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 2

n nn n n n n

n n n n

n n n n n n n n

n n n n

a A B A B ba a B Ab a B AB AB AbA

b B b B b B b B

a A B A B b a A B A B b a A B A B b a A B A b B

b B b B b B b B

     
    

           
   

 

 כעת נשתמש בנתונים:

limמכך שנתון כי  n
n

a A


  אז לפי הגדרת הגבול נובע כי עבור ,ˆ
A  מסויים )אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך באופן

ˆ( קיים לצרכינוספציפי 
AN  כך שלכלˆ

An N  מתקיים כי
 3

ˆ
n Aa A   . 

limכמו כן, מכך שנתון כי  n
n

b B


  אז לפי הגדרת הגבול נובע כי עבור ,ˆ
B  מסויים )אותו אנחנו יכולים לבחור בהמשך

ˆ( קיים לצרכינובאופן ספציפי 
BN  כך שלכלˆ

Bn N  מתקיים כי
 4

ˆ
n Bb B  . 

ˆכמובן, שבדומה לסעיפים הקודמים, נוכל לבחור את 
Aו- ˆ

B  כך שהפקטוריםA ו- B  יתבטלו. השאלה כיצד נצליח

. נשים לב כי הסדרה nb -לבטל את החלוקה ב nb  0חסומה, משום שהיא מתכנסת. לכן, קייםM  כך ש- 

nb Mלחסום את  למעשה . עובדה זו לא עוזרת לנו, משום שאנחנו מעוניינים
1

nb
, אך 

1 1
n

n

b M
b M

  

כלומר אנחנו מקבלים חסם על 
1

nb
 בכיוון הלא נכון.

 לעובדות הבאות:כדי למצוא חסם מתאים, נשים לב 

 -מכך ש • nb  מתכנסת, אז גם nb .)מתכנסת )משפט שהוכח לעיל 

-מכך ש • nb נובע כי היא חסומה.מתכנסת 

0nbמתקיים כי  •  0 -)משום שnb   לכלn.) 

,משלושת הנקודות לעיל נובע כי קיימים  0M K  כך ש- 

 5

1 1 1
0 0n

n

K b M
M b K

      . 

כעת, נציב את התוצאות שקיבלנו ב      3 , 4 ,  -חזרה ב 5 2 כי מתקיים לכל   ונקבל ˆ ˆmax ,A Bn N N N : 

 6

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ 1
ˆ ˆA B A B Bn A

A B

n

B A B A A Aa A

b B M B M B M B M M B M M B
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ˆה לבחור תבשלב זה אנו נתפ
2

A

M
  ו- ˆ

2
B

B M

A


  0, אך ייתכן כיA עם זאת, תמיד ניתן לבחור .

ˆ 0M A נציב חזרה ב .-  6  ונקבל כי מתקיים לכל ˆ ˆmax ,A Bn N N N : 

 7

ˆ1 1
ˆ ˆ ˆ ˆn

A B A B

n

Aa A M

b B M M B M M B
       . 

ˆכעת נבחר 
ˆ2

B

B M

M


 ונציב חזרה ב ,-  7  ונקבל כי מתקיים לכל ˆ ˆmax ,A Bn N N N : 

ˆ ˆ1 1
ˆ ˆ

ˆ2 2 22

n
A B

n

B Ma A M M M

b B M M B M M B M

  
           . 

 דוגמאות

 1דוגמא 

חשב את 
2

2

3 4 2
lim

5 1n

n n

n

  
 

 
. 

 פתרון
2

2 2 2

22

22

3 4 2 4 2
3

3 4 2
lim lim lim

15 15 1
5

n n n

n n

n n n n n

nn

nn

  

    
      

      
      

  

  

lim-הסדרות שקיבלנו במונה ובמכנה הן סדרות מתכנסות, משום ש כעת נשים לב כי 0
kn

c

n
  לכל,c k .כמו כן ,

 המכנה לעולם לא מתאפס. כלומר, ניתן להשתמש במנה וסכום של גבולות, ולקבל:

 

 

2 2

2 2

4 2 4 2
lim 3 lim 3 lim lim

3 0 0 3

1 1 5 0 5
lim 5 lim 5 lim

n n n n

n n n

n n n n

n n

   

  

     
                  

   
    

   

 

 2דוגמא 

חשב את 
2 2 2

lim
1 2 100n

n n n

n n n

 
   

   
. 
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 פתרון

2 2 2

2 2 22 2 2

2 2 2

2 2 2

lim lim
1 2 1001 2 100

1 1 1

lim
1 2 100

1 1 1

n n

n

n n n

n n n n n n

n n nn n n

n n n

n n n

n n n

 



 
  

         
       

 
 

 
 

     
   
 

 

lim-הן סדרות מתכנסות, משום ש מחובר כלכעת, נשים לב שוב כי הסדרות שקיבלנו במונה ובמכנה של  0
kn

c

n
  לכל

,c k הוא סדרה  כל מחוברלעולם לא מתאפס. לכן, ע"י שימוש במנה של גבולות, גם  כל מחובר. כמו כן, המכנה של

 מתכנסת. כלומר, ניתן להשתמש שוב בסכום של גבולות, ולקבל:

2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 1

lim
1 2 100

1 1 1

1 1 1

lim lim lim
1 2 100

1 1 1

1 1 1
lim lim lim

1 2
lim 1 lim 1

n

n n n

n n n

n n

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

n n



  

  

 

 
 

     
   
 

     
     

         
       
     

    
   
       

   
    

   

     

2

2 2 2

100
lim 1

1 1 1
lim lim lim

1 2 100
lim 1 lim lim 1 lim lim 1 lim

0 0 0
0

1 0 1 0 1 0

n

n n n

n n n n n n

n

n n n

n n n
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 כלל הסנדוויץ' – 4משפט 

יהיו  
1n n

c



, 

1n n
b




, 

1n n
a




limשלוש סדרות. אם   limn n

n n
a c L

 
  ואם קיים ,N̂  כך שלכלˆn N  מתקיים

כי 
 1

n n na b c   אז מתקיים כיlim n
n

b L


. 

 הוכחה
0יהי  . 

limמכך שנתון כי  n
n

a L


  אז לפי הגדרת הגבול, נובע כי עבור ,  שניתן לעיל, קייםˆ
aN   כך שלכלˆ

an N  מתקיים

כי 
 2

n n na L a L L a L              . 

limמכך שנתון כי  n
n

c L


  אז לפי הגדרת הגבול, נובע כי עבור ,  שניתן לעיל, קייםˆ
cN   כך שלכלˆ

cn N  מתקיים

כי 
 3

n n nc L c L L c L              . 

 -נשתמש ב     1 , 2 , כדי להסיק כי לכל  3 ˆ ˆ ˆmax , ,a cn N N N N  :מתקיים 

n n n n n nL a b c L L b L b L b L                         

limומכאן כי  n
n

b L


. 

 דוגמאות

 1דוגמה 

חשב את 
2 2 2

lim
1 2n

n n n

n n n n

 
   

   
. 

 פתרון

נסמן 
2 2 21 2

n

n n n
b

n n n n
   

  
  

 נזכור כי בשבר, ככול שהמכנה גדול יותר כך המנה קטנה יותר, ולכן:

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
n

n n n n n n n n
n b n

n n n n n n n n n n n n
           

       
 

 כלומר:

2 2 1
n

n n
n b n

n n n
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כעת נסמן 
2 1

n

n
c n

n
 


 -ו 

2n

n
a n

n n
 


 :ת מתקייםאריתמטיקת גבולו. קל לראות כי לפי 

   lim lim 1n n
n n

a c
 

  

לכן ממשפט הסנדוויץ' נקבל כי ו 2 2 2
lim lim 1

1 2
n

n n

n n n
b

n n n n 

 
     

   
 

 2דוגמא 

חשב את 
!

lim
nn

n

n

 
 
 

  

 פתרון
 הסדרה מתנהגים, נחשב את ארבעת האיברים הראשונים של הסדרה:כדי לקבל תחושה איך איברי 

1 1

2 2

3 3

4 4

1! 1 1
1

1 1 1

2! 2 1 1 1

2 2 2 2 2

3! 3 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3 9 3

4! 4 3 2 1 3 1 3 1

4 4 4 4 4 4 2 4 32 4

a

a

a

a

   


   



  
    

  

   
    

    

  

כלומר נדמה כי 
! 1
n

n

n n
  1לכלn :נוכיח זאת . 

      
      

1 1

1 times
n-1 factors

1 1 1

TRUE

! 1
! ! !

21 2
1 2 2 1 1

n n n

n

n

n
n n n n n n n

n n

n nn nn
n n n n n n n n

n n n n

 



  

        

  
                   

 

נשים לב כי ההוכחה הזו, בכיוון שבה התבצעה )משמאל לימין(, אינה מוכיחה למעשה שום דבר. משום שיצאנו מהטיעון 
אותו רצינו להוכיח, עד שהגענו לטיעון שאנו יודעים שהוא ביטוי אמת. לכן, כיוון ההוכחה האמיתי הינו מהסוף 

מראש באיזה אמיתה עלינו להשתמש כדי להוכיח את להתחלה, כלומר מימין לשמאל. כמובן ששאין ביכולתנו לנבא 
אך עלינו הטיעון המקורי, ולכן, זה "בסדר" להתחיל מהטיעון אותנו אנו רוצים להוכיח ולהגיע לביטוי שהוא אמת, 

 לוודא כי ההוכחה עובדת בשני הכיוונים!

את הפעולה ההפוכה שביצענו במקרה לעיל, כמובן שההוכלה עובדת גם בכיוון ההפוף, משום שאפשר לבצע בכל שלב 
 בכיוון הנגדי.

הוכחנו כי  אם כן,
! 1
n

n

n n
. 
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כמו כן, ברור גם כי 
!

0
n

n

n
1 -, משום שn . 

1nאם כן, מצאנו כי לכל   :מתקיים 

! 1
0

n

n

n n
 . 

 -משום ש
1

lim 0
n n

 
 

 
 -ו  lim 0 0

n
 נובע ממשפט הסנדוויץ' כי ,

!
lim 0

nn

n

n

 
 

 
. 


